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Summary: The formulation of the general function concept was both a significant change in the
development of calculus and an added impetus to its “de-geometrisation”. As a result of the pub-
lication in 1748 of the two volumes of Introductio in Analysin Infinitorum by Leonhard Euler (1707-
1783) and their dissemination, the function concept took on a central role in analysis. This paper
reflects on the didactic way in which Bails also introduced the function concept in 18th-century
Spain in his courses devoted to mathematics teaching, with definitions similar to Euler’s.
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Introduccion

La creacion del concepto general de funcion supuso tanto un gran cambio en los
fundamentos del calculo como un impulso anadido a su «desgeometrizacion». Se
fue reemplazando en el calculo el uso de las cantidades geométricas variables por el
de las funciones, aunque consideradas como «expresiones analiticas» o formulas
(Bos, 1984; Kleiner, 1989; Youschkevitch, 1976). Uno de los pasos importantes
en la materializacion de esta tendencia se produjo con la publicacion, en 1748, de
los dos volumenes de la obra Introductio in analysin infinitorum (en adelante Intro-
ductio) de Leonhard Euler (1707-1783).
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Desde la Antigtiedad se encuentran tablas o correspondencias utilizadas para localizar, por ejem-
plo, cuadrados, cubos, raices cuadradas y ctbicas, o también tablas, usadas en calculos astronémicos
y trigonométricos, que ahora se pueden interpretar como una nocion intuitiva de la idea de funcion
basada en sucesiones numéricas. Desde finales del siglo xvi hasta mediados del siglo xvi, el proceso
de creacion de un lenguaje simbdlico y el uso de procedimientos analiticos introducidos por Fran-
cois Viete (1540-1603), Pierre Hérigone (1580-1643) y desarrollados por René Descartes (1596-
1650) y Pierre de Fermat (1601-1665), para solucionar problemas geométricos, proporcionaron una
herramienta algebraica en la creacion del concepto de funcion.

La palabra funcion la encontramos en un manuscrito de 1673, De functionibus plagulae quattuor
(Leibniz, Samtliche Schriften und Briefe,' serie vii, volumen 1v: 500, 504, etc.) de Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716). Y el mismo término se present6 mas tarde impreso en unos pocos articulos
que Leibniz publicé en 1692 y 1694 (Nova calculi differentialis applicatio et usus, 1694, Leibniz, 1849-
1863, v: 306). En ellos, se asociaba funcion a objetos geométricos como abscisas, ordenadas, tangen-
tes, etc. Posteriormente, fue Johann Bernoulli (1667-1748) quien definio explicitamente qué debia
entenderse por funcion en un articulo publicado en 1718 (se recoge en su Opera omnia, Bernoulli,
1742, 1: 241), dedicado a la solucion del problema isoperimétrico (Struik, 1986). Finalmente, con
la obra Introductio de Euler, alumno de Bernoulli, el concepto de funcion fue adquiriendo un papel
central en el analisis.

En Espana, el concepto de funcion fue introducido por Benito Bails (1731-1797) en su obra
Elementos de matemadtica en 1779. Bails estudié matematicas y teologia en la Universidad de Tou-
louse (Francia), y en 1755 se traslado a Paris donde trabé amistad con D’Alembert y Condorcet,
con los que colabor6 en el Journal Historique et Politique. Bails fue secretario del embajador de Es-
pana, y regreso con él a Madrid en 1761. Posteriormente fue nombrado director de Matematicas
de la Real Academia de las Bellas Artes de San Fernando (RABASF) de Madrid en 1768. Por encar-
go de dicha academia elaboré dos cursos de matematicas: Elementos de matematica (Madrid, 1779-
1802) y Principios de matemdtica (Madrid, 1776). Elementos de matematica es una obra de caracter
cientifico enciclopédico compuesta de once tomos en trece volumenes (1779-1802),” que abarca
en los tres primeros tomos la matematica pura, y en el resto de volimenes trata de la matematica
mixta. Un compendio de los Elementos dio lugar a otra obra en tres tomos: Principios de matemdti-
ca. En la segunda edicion de esta ultima (1789, tomo 1), Bails también introducia el concepto de
funcion.

El objetivo de esta comunicacion es reflexionar sobre el enfoque didactico con el que Bails intro-
dujo el concepto de funcion en la Espana del siglo xvii, usando Euler y la teoria de las proporciones
para mostrar como se pueden utilizar estas fuentes en la ensefianza de este concepto.

En una primera parte, se analizara el concepto de funcion en Euler y en Bails, segtin se define en
las dos obras de Euler citadas por Bails: Liber primus de Introductio in analysin infinitorum (1748),” e

1. Sémtliche Schriften und Briefe (‘Todos los escritos y cartas’), editado en Darmstadt, Leipzig y Berlin por la Academia de Ciencias
de Berlin, series I-vii. El primer volumen se publicd en 1923.

2. Sobre Bails y su obra véase Martinez-Verdu (2017). En 1791, Bails fue detenido por la Inquisicion y desterrado a Granada, desde
donde regreso al afio siguiente a su casa en Madrid, en la que permanecio hasta su fallecimiento el 12 de julio de 1797.

3. Véase cita 19 de Bails (1779, i: xv): «Introductio in Analysin infinitorum. Auctore Leonardo Eulero, Professore Regio Berolinensi,
&c. Academia Imperiaili Scientiarum Petropolitane Socio, Lausana, 1748.»
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Institutiones calculi differentialis (1755)* (en adelante Institutiones). En una segunda parte, se analizara
con un enfoque didactico como Bails algebriza la teoria de las proporciones usando las ecuaciones y
a partir de las ecuaciones introduce las funciones. Esta segunda parte es la que se propone para su
uso en el aula.

El concepto de funcion en Euler y en Bails
En la Introductio (1748) de Euler el concepto de funcion esta asociado al término expresion analitica.
Por el contrario, en las Institutiones (1755) se hace una interpretacion de funcion en la que Euler
explicita la dependencia entre cantidades variables.

La primera definicion, en orden cronolégico, del concepto de funcion en Euler se encuentra en
el punto 4 de la Introductio (véase fig. 1). Y aun aiiade Euler en el punto 5 que la funcion también es
una cantidad variable.

4. Funcion de una cantidad variable es una expresion analitica comoquiera compuesta de esa
cantidad variable, y nimeros o cantidades constantes. (Euler, 1748, 1: 4)°

4. Funitio_ quantitatis wariabilis 5 ¢ff expreffio analytica quomo-
docwngque compofita ex illa quantitare variabili y & numerss fes quan-
titatibus conflantibus.

Ficura 1. Definicion de funcion segun Euler.
Fuente:  Euler, 1748: 4.

Mas tarde, Bails, en la seccion titulada «De las series» (Bails, 1779, 1, art. 281-428: 317-425) de
sus Elementos, define de manera similar, en el articulo 282, lo que entiende por funcion de una canti-
dad variable (véase fig. 2).

282  Llamamos funcion de una cantidad variable #
toda espresion analytica, sea la que fuere, compuesta de di-
cha cantidad y de constantes.

Ficura 2. Definicion de funcion segun Bails.
Fuente:  Bails, 1779, 1: 138.

Euler definio con otra interpretacion el concepto de funcion en una obra posterior titulada Insti-
tutiones (1755). En el prefacio de esta obra, que trata del calculo diferencial utilizando las ideas de
Leibniz, Euler presento el concepto de funcion como cantidades que pueden ser determinadas por
otras, explicitando su dependencia (véase fig. 3).

4. \éase cita 15 de Bails (1779, m: xv): «Institutiones Calculi Differentialis cum ejus usu in Analysi finitorum ac doctrina serierum.
Auctore Leonardo Eulero &c. San Petersburgo, 1755.»

5. Aunqgue existe la traduccion realizada por José Luis Arantegui Tamayo para la edicion de la Real Sociedad Matematica Espanola
(RSME) (L. EuLer (2000), Introduccion al analisis de los infinitos, edicion a cargo de A. J. Duran y F. J. Pérez, Sevilla, Grafritres, S. L.),
hemos modificado algun aspecto.
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Las cantidades que dependen unas de otras de este modo, aquellas que experimentan un cam-
bio como consecuencia del cambio de otras, también suelen llamarse funciones de estas cantidades;
esta definicion se aplica en un sentido muy amplio e incluye todas las maneras en que una cantidad

puede ser determinada por otras. (Euler, 1755, 1: v1)

Quae ausem guantitates hoc
wmodo. ab aliis pendent, ot his mutatis etiam ipfae mu-
sarianes fubeant ; esc harwm fundiones appellari folent ;
guae dewominatio lgtiffime pater , atque ommes. modos ,
quibus vna quantitas per alias determinari poteft, m f¢

Ficura 3. Texto en latin de la definicion de funcion de Euler.
Fuente:  Euler, 1755, 13 vi.

Bails, como habia hecho también Euler, defini6 en los Principios, en la seccion «De las funciones»
(t. 1, art. 368-372: 243-245), la nueva interpretacion del concepto de funcion, anadiéndole los térmi-
nos de enlace, relacion y dependencia: «Las cantidades entre las quales hay este enlace, relacion ¢ de-
pendencia...», poniendo un ejemplo, y mas adelante ya define la funcién a la manera de Euler
(véase fig. 4).

368 [...]

Pero este término funcion tiene
un sentiao dulatadisimo , y significa fodos Jos modos
posibles de determinar una ltantidad por medio de

| efras.
Ficura 4.  Definicion de funcion de Bails.
Fuente:  Bails, 1789, Principios, 1. 24.

Una concepcion didactica del concepto de funcion en Bails

En el periodo de 1778 hasta 1780, Bails publico en tres tomos la segunda edicion de los Principios.
El tomo 11 (1779) esta estructurado en seis secciones bien diferenciadas («Principios de algebrax,
«Principios de secciones conicas», «De las series», «Del calculo diferencial», «Del calculo integral»
y «Principios de trigonometria esférica»). La tercera seccion, «De las series», va precedida por una

243

DE LAS FUNCIONES.

368 EN las cuestiones que los mateméticos se
) ‘proponen entran siempre 6 quasi siempre

Ficura 5. Inicio de la seccion «De las funciones».
Fuente:  Bails, 1789, 1: 243.
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breve introduccion, titulada «De las funciones», que consta de cinco articulos, el primero de los
cuales es el articulo 368 del tomo 1 (art. 368-372: 243-245), insertados por Bails en esta segunda
edicion de los Principios (véase fig. 5).

Etapa 1: Algebrizacion de la teoria de las proporciones usando las ecuaciones

Bails se propuso dar a conocer las funciones tomando como punto de partida un ejemplo de teoria
de proporciones del tratado de la Aritmética. Bails realiza una aportacion novedosa en la presentacion
del concepto de funcion, tendiendo un puente que enlaza la aritmética, el algebra y el calculo:

[...] se llaman funciones unas de otras, y las daremos a conocer recordando una cuestion re-
suelta en la Arismética (1.180).% (Bails, 1789, 11: 243)

En este articulo (180: 147) (véase fig. 6), Bails plantea y resuelve una cuestion de teoria de pro-
porciones mediante el algoritmo de la regla de tres simple directa.

DE ARISMETICA. 147

180 Cuestion. §7 40 bombres bacen en cierto tiem-
Po 268 varas de obra jquanta obra bardn 6o bome
bres en el mismo tiempo?

Ficura 6. Art. 180 del Tratado de Aritmética.
Fuente:  Bails, Principios, 1788, 1: 147.

Para resolver la cuestion, Bails plantea primero la proporcion con las tres cantidades conocidas a
falta de la cuarta proporcional (véase fig. 7).

Las cantidades de un mismo nombre son aquf
40" y 60t , y como estos son mas que aquellos, tam-
bien el nimero de varas que trabajardn seri ma-
yor que el nmimero de varas que han trabajado
los primeros, Vamos por lo mismo de lo mas 4 lo
Mmas , esto es de mas hombres 4 mas varas, por cu-
yo motivo la regla es directa. Pongo las tres can-
lidades en propotcion
B gewi  ow & o @0 S0ORmobEY

Ficura 7. Fragmento del articulo 180 de la Aritmética.
Fuente:  Bails, Principios, 1788, 1: 147.

6. Hay que decir que con la indicacion «Arismética (1.180)» Bails se esta refiriendo a la parte de los «Principios de arismética» que
se estudia en el tomo |1 de sus Principios.
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Después prosigue explicando como simplificar la expresion y se extiende su explicacion en
el articulo 181 dando instrucciones sobre la forma de abreviar la regla. Tras efectuar varias opera-
ciones aritméticas, llega a una expresion del tipo 1:a::b:, que en el caso de la cuestion queda la pro-
porcion

1:1,5::268:

Bails pasa después a algebrizar la proporcion (1: k::x":y) y la transforma en una ecuacion del
tipo y = kx", con n = 1 (en notacion actual), que proporciona la solucion de la cuestion:

402=1,5%268:

Etapa 2: Algebrizacion de Ila teoria de las ecuaciones con funciones

Finalizada la algebrizacion de la proporcion con una ecuacion (art. 180-181 de la «Aritmética» del
tomo 1 de los Principios), Bails continta con el articulo 368 «De las funciones» («Algebrax», tomo 11,
Principios) y algebriza con una funcion la ecuacion obtenida en la etapa 1. Bails, de forma retorica,
explica en términos algebraicos la funcion: «El nimero de hombres, de cuyos aumentos 6 decremen-
tos pende el que crezca o mengue la obra, es una funcién del numero que expresa sus varas» (Bails,
Principios, 1789, 11: 243).

Ahora se escribiria de forma simbélica como:

N. hombres (h) = funcion (n. varas (v)) [h=f(v)].

Cabe notar que puede intuirse en la conclusion de Bails una relacion o dependencia entre el
«conjunto» del numero de hombres y el «conjunto» del ntimero de varas. Bails no los considera solo
numeros en abstracto, sino numeros ligados a clases o especies bien diferenciadas.

Se puede trasladar al aula el razonamiento de Bails con el desarrollo de alguna actividad suge-
rente para el alumno en la que se relacione las proporciones con el concepto moderno de funcion y la
teorfa de conjuntos. La idea es facilitar la asimilacion de conceptos mas complejos mediante la alge-
brizacion de ideas mas basicas con el uso de signos, simbolos y expresiones algebraicas en un proce-
so de mayor abstraccion. Como ejercicio para el aula se sugiere la importancia de poner de relieve la
algebrizacion de las proporciones en ecuaciones, haciendo hincapié previamente, a semejanza de
Bails, en que el alumno debe saber convenientemente qué representan y qué lugar deben ocupar
cada una de las cantidades que componen la proporcion, con el fin de que se algebrice adecuada-
mente la proporcion usando una ecuacion (Bails, 1789, 1: 146). Las cuestiones que se pueden plan-
tear al alumno pueden ser del tipo: «Tomando como modelo el problema de regla de tres directa
resuelto por Bails, reproducir sus pasos para un problema de regla de tres inversa, plantear la propor-
cion, algebrizarla usando una ecuacion y encontrar la funcion asociada. Identifica las variables inde-
pendiente y dependiente. Razona si puedes obtener siempre a partir de una proporcion una funcion
en su sentido moderno (a cada elemento de un primer conjunto se le asigna un tnico elemento de
un segundo conjunto). Explica si se puede construir geométricamente la proporcion a partir de su
algebrizacion usando una ecuacion. Interpreta la construccion geométrica de la solucion en términos

de funcion.» Con la geometria se propone dar un aspecto visual intuitivo que complemente el pro-
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ceso de abstraccion y desarrolle su capacidad de razonamiento, con lo que le permite al alumno re-
lacionar de forma holistica la aritmética, el algebra, el calculo y la geometria.

Algunas reflexiones

En 1779, Bails introdujo en su obra enciclopédica de los Elementos el concepto moderno de funcion
como «expresion analitica», en linea con Euler. En segundo lugar, Bails, en 1789, formula una nueva
definicion del concepto de funcion en la segunda edicion de los Principios. Alli ya no tiene cabida el
término expresion analitica, y la funcion pasa a ser, como sefiala Youschkevitch (1976: 69) al referirse
a Euler, una «nocion general de correspondencia entre pares de elementos». Se trata de una defini-
cion mas abstracta y general y Bails comparte claramente las ideas de Euler y sus difusores, enrique-
ciendo el texto de Euler con un lenguaje matematico muy actual usando las palabras relacion y enla-
ce como correlacion entre cantidades variables. Tanto Euler como Bails sustancian los fundamentos
del calculo en el concepto de funcion.

Bails aport6 una definicion de funcion que surge de forma natural de la teoria de la proporcion.
Hasta donde nosotros conocemos, no parece que Bails haya utilizado ningiin modelo ni referencia a
seguir, ya sea espanola ya sea europea, en esta interpretacion. El concepto de funcion ya no es algo
abstracto plasmado en una definicion, por el contrario, tiene unas profundas raices arraigadas en la
Antigiedad y, como mas tarde interpretara Boyer (1946) en general, se observan tres pasos en
la evolucion de la idea de funcion: proporcion, ecuacion y funcion. Bails con su concepcion didactica de
las matematicas usa este camino para explicar el concepto de funcion. Bails aporta, por tanto, una
aproximacion a la teorfa de la proporcion desde un enfoque que va mas alla de una igualdad entre
dos razones.

Como reflexion final cabe resaltar esencialmente el punto de vista didactico. La forma en que
Bails formula el concepto de funcion podria ser apropiado para su traslado al aula e implicar a los
alumnos en un proyecto historico que abarcase la estrecha relacion entre funciones, proporciones y
ecuaciones, tal y como se sugiere en una «observacion para la ensenianza» que hizo Kleiner.”

El hecho de proporcionar una vision global e integrada que relacione diferentes materias como
aritmética, algebra, cdlculo y geometria puede aportar al alumno una concepcion coherente de las
matematicas que conecta los conocimientos de disciplinas que en ocasiones se ensefian de forma
aislada (Herrero et al., 2017; Massa-Esteve, 2020). De esta manera, la historia de la matematica pue-
de contribuir a proporcionar una percepcion mas amplia del conocimiento matematico, e incentivar
la curiosidad del alumno por conocer la conexion entre los conceptos que va aprendiendo, con el
proposito de motivarlo a la reflexion.

7. «Another interesting historical project, which cuts across several of the above sections, is to consider the following three stages in
the evolution of the idea of function: proportion, equation, and function.» (Kleiner, 2012: 128), «Otro proyecto histérico interesante, que
abarca varias de las secciones anteriores, es considerar las siguientes tres etapas en la evolucion de la idea de funcion: proporcion,
ecuacion y funcion.» (La traduccion es de los autores.)
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